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解の公式（ガロアの立場から）
益子雅文
　四次以下の方程式は，係数から出発し，それらに四則演算とべキ根をとる算法（ゼ）
とを行って，解をすべて表わすことができる（解の公式）．この小論では，ガロア群をた
よりに2，3，4次方程式の解の公式を具体的に求めてみようと思う．
　有理数を係数とするn次方程式f（X）ニa。Xn＋al　Xn－1＋…＋a。．IX＋a。＝0の解を
X，，X、，＿，　Xrl，　X，とし，それらは互いに異なると仮定する．
　いま，Qに関するf（x）の分解体をK＝Q（xl，・x、，＿，　x，－1，x．）とすれば，　KはQの有
限次ガロア拡大で，そのガロア群は対称群Snまたはその部分群である「守屋pl76」から，
まず対称群Snとその部分群を調べておく．
1．対称群S．とその部分群
　置換Pがm個の文字ii，　i、，＿，　i．を巡回的に動かし，他の文字を動かさない時，即ち
pi、＝iλ．，（λ＝1，2，＿，　m－1），　pim＝i、，　Pi＝i（i≠i、）であるとき，　Pを巡回置換とい
いP＝（ili、…i．）で表わす．
①2次の対称群S、
　i）　S，＝｛（1），（12）｝．
　li）部分群　｛（1）｝，｛（1），（12）｝．
②3次の対称群s，
　i）　S，＝｛（1），（12），（13），（23），（123），（132）｝．
　li）部分群（位数は6の約数）
????????? S，
A，＝｛（1），（123），（132）｝（3次の交代群．正規部分群）
｛（1），（12）｝，　｛（1），（13）｝，　｛（1），（23）｝
｛（1）｝．
盗）S，にはA、以外に位数3の部分群は存在しない．「守屋pl69」
　　S，には上記以外に位数2の部分群は存在しない．
　　　「｛（1），P｝とするとP2＝（1）でなければならない．よってP＝（12），（13），（23）．」
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A3
　　　　　｛（1）　　（12）｝　｛　（1）　　（13）｝　｛（1）　　（23）｝
｛（1）｝
（斜線は包含関係を表わす）
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③4次の対称群S、
　i）
　　　S4＝1．1．P．．，．．
元の位数
位数1
．q鉱．無》漁曵L豊3≧，，玄2盆，一β翌，．二12漁4），．熊）．伽），．くユ4）．¢3）．……．」立数2．
（茎23），．，q3鉱．丈lz4）．．Ω益鉱．皇341。．．（1431．，《23鉱．勲3），＿．．
　　　　　（1234），（1432），（1243），（1342），（1324），（1423）｝．
li）部分群（位数は24の約数）
位数24
位数12
位数8
位数6
位数4
位数3
位数2
血）S、には上記以外に位数12，
　　S、には上記以外に位数6の部分群は存在しない．
　　　「共役類をもちいて次回に証明する予定」
一一位数a．
位数4
S4
A、（4次の交代群．正規部分群．）
Bl＝｛（1），（12），（34），（12）（34），（13）（24），（14）（23），（1324），（1423）｝
B2ニ｛（1），（13），（24），（12）（34），（13）（24），（14）（23），（1234），（1432）｝
B，＝｛（1），（14），（23），（12）（34），（13）（24），（14）（23），（1243），（1342）｝
Cl＝｛（1），（23），（24），（34），（234），（243）｝
C2ニ｛（1），（13），（14），（34），（134），（143）｝
Cx＝｛（1），（12），（14），（24），（124），（142）｝
C4ニ｛（1），（12），（13），（23），（123），（132）｝
　「S、で4を動かさない置換の全体．S、に同型．」
Zl＝｛（1），（1234），（13）（24），（1432）｝
　「＝〈（1234）〉（（1234）で生成される．）」
Z2＝｛（1），（1342），（14）（23），（1243）｝
Z3＝1（1），（1423），（12）（34），（1324）｝
V4＝｛（1），（12）（34），（13）（24），（14）（23）｝
　（クラインの4元群．正規部分群でそれ自身は可換群．）
D，＝｛（1），（12），（34），（12）（34）｝
D2＝｛（1），（13），（24），（13）（24）｝
D，＝｛（1），（14），（23），（14）（23）｝
EIニ1（1），（123），（132）｝「＝〈（123）〉」
E，＝｛（1），（124），（142）｝
E，＝：｛（1），（134），（143）｝
E、＝｛（1），（234），（243）｝
F1＝｛（1），（12）｝　F2＝｛（1），（13）｝　F3＝｛（1），（14）｝
F4ニ　1（1），（23）｝　Fs＝　｛（1），（24）｝　F6＝　1（1），（34）｝
F7＝｛（1），（12）（34）｝　F8＝　1（1），（13）（24）｝　Fg＝　1（1），（14）（23）｝．
　　　　　　8，4の部分群は存在しない．「守屋p170～p176」
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S、には上記以外に位数3，2の部分群は存在しない．
　「位数素数の群は巡回群であるから」
A4
BlB2B3
Z3ZlZ2DID2D3
CIC2C3C4
FIF6F2F5　F3F4
E4　E3　E2　E1
（斜線は包含関係を表わす）
　ガロア群がS，の真部分群である場合も同じ（ベキ根が幾つかなくなる）であるから，
ガロア群をS，と仮定する．
　また有限群Gの組成列とは，正規鎖G＝G。⊃GI…⊃G，＝｛（1）｝で各i＝1，＿，rにつ
いてG、．1／G、の位数が素数であるものを言う．
2．二次方程式　a。X2＋a1X＋a、＝O
　　　　　　　　　　　　　S、　　　　　　　Q
2
　　　　　　　　　　　　　1（1）｝　　K＝Q（Xl，・x、）
　2つの解をXl，　x、としてXl－x2を考え，　x、－x、ニ⊥とおく．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ao
①u2＝a♂（Xl－x、）2はS、＝｛（1），（12）｝の置換により不変であるから，それはQに含まれ
　る．実際に計算してみると
u2－・♂（・・－x・）2－・♂［（x1＋x・）2－・祠一・♂［（一告y－・舞］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ai2－4aoa2
　　　　　　　　　　　al2－4aoa2　　　　　　　　　　　　　　　　（可能性は2つあるがそのうちの1つ），Xl＋x、＝②したがってxrx、＝
　　　　　　　　　　　　　ao
　」』一とあわせて，次の公式を得る．
　　ao
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XI＝
一a1十　a12－4aoa2
，X2＝
一a1－　al2－4aoa2
2ao 2ao
＊二次方程式を解くときに用いられるuは，u∈K，　uqtQ，　u2∈Qという性質を持つ．
3．三次方程式　a。X3＋a、X2＋a，X＋a，＝0
組成列とそれに対応する体の列を次のようにとる．
S3
3??
Q（v＝i）
　　1、
｛（1）｝
???
K－Q（A）（x1，．、，．，）
　二次方程式のX1－X、のかわりにラグランジュの分解式X，＋ωX、＋㎡X，；⊥，　X、＋㎡X、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ao
＋ωx，＝⊥，ただしωは1の原始3乗根，を考える．そのため最初の体をQ（信）と
　　　　ao
しておく一t
　注意
　　最初の体をQ（再）としてもガロア群は変わらない．「守屋pl76」
①u3，　v3はA，の置換によって不変であるから，それらはLにふくまれる．
　　「たとえば（123）u3＝a♂（x2＋ωx3＋ω2xl）3＝a♂［ω2（xl＋ωx2＋afxコ）］3＝u’」
　u’・＋v3，　u’v3はS，によって不変であるから，それらはQ（百）に含まれる．特にuvは
　それ自身Q（》⊂写）に含まれる．
　　実際u3＋v’　＝＝　9a。ala，－2al3－27a♂a，＝A（とおく）　「高木pl73」
　　　　uv＝a，2－3a。a、＝B　「高木P173」
②したがってu3，　v3は二次方程式X2－AX＋B3ニ0の解である．
（u3－v3）2＝［3再a♂（x1－x2）（xrx，）（x、－x，）］2「高木p173，　u3－v3は交代式より差積
（Xl－X2）（XrX，）（X、・一・X．a）で割り切れる」
　　　　ニー27　ao6　D
　　　　ニー27ao2（a♂D）
　　　　ニー27a♂（a　i2　a22十18aoaia2a3－4　aoa23－4ai3a3－27a♂a32）
「高木pl44，（u3－v3）2＝（u3＋v3）2－4u’v3を用いても計算できる」
　よって，右辺のかっこ内＝D’ニa♂Dとおくと
　　uLv3＝a。〉⊂万　（2つあるうちの1つ）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　37
㎡椿Aによりu’・A＋ﾄ亘許A一呼亟．
　　　　　　　　A＋a。〉⊂万　　　　　　　　　　　　　　　（可能性は3つあるが，そのうちの1つ），③ここにu＝3　　　　　　　　　　2
　　　　。一，A－・・而ただしuv－。となるように。を定める．
　　　　　　　　　　2
④このときX、＋X、＋X3ニユ，　XI＋ωX、＋㎡X3＝⊥，　Xl＋㎡X、＋ωX3－⊥．これらに1，1，
　　　　　　　　　　　　ao　　　　　　　　　　　　　　ao　　　　　　　　　　　　　ao
　l；または1，ω2，ω；または1，ω，ω’をかけて加え，次の公式を得る．
Xl－⊥（＿al＋。＋．）
　　3ao
一玄（－at＋・ （9aoaia2－2ai3－27ao2as）十ao　－27（at2a22十！8aoata2a．i－4aoaii－4ai3　a3－27ao2a～）
2
＋・（9・・a・a2－2・♂－2庸一27宙㎡＋18－－4曲　2翻j
．、一⊥（＿al＋af。＋tu．），
　　3ao
．，一⊥（－al＋ω。＋Of．）
　　3a。
＊ラグランジュの分解式uはu∈K，u（若L，　u3∈Lという性質を持ち，二次方程式を
解くときに用いるu3　－v3はuLv・∈L，　u3－v3（声Q（百），（uLv3）2∈Q（再）と
いう性質を持つ．また（uLv3）2＝－27a。6［（xrx、）（xrx，）（x、－x，）］2である．
注意l
　　　X3＋a、X＋a，＝0すなわちa。＝1，　a，ニ0の時はA＝－27a，，　D’＝D＝－4a2L27a，2，
　　よって
　　Xl－⊥（。＋。）
　　　　　3
　　　　　1（，一・…＋39－・・～－27・～＋、－27・・一・再一・・～－27・ノ　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　2）
　　X・　－t（af・＋ω・）・X・一÷（ω・＋・f・）・　　　（カルダノの公式）
注意2
　　　f（x）がQ（再）上既約であるとき，方程式f（x）＝oのQ（再）に関するガロ
　　ア群はS，かA，であるが，A，であるための必要十分条件はf（X）＝0の判別式Dの
　　平方根がQ（A）の数であること．「守屋pl88」
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例X”＋3×2＋9X＋8＝0
　①u3＋v3＝9a。ala、－2ai’－27a♂a，ニー・27，　uv　・a、2－3a。a、＝－18，　u3v3＝－5832．
　　したがってu3，v3は方程式X2＋27X－5832ニ0の解として得られる．
　　　　　（u3－v3）2＝－27a，2（ai2a22十18aoaia2a3－4　ao　a23－4ai3a3－27ao2a32）
　　　　　　　　　＝36×33
　　よってuLv・＝27Vs　l，　u3＋v3＝－27から
　　　　　　　　　　＿－27＋27Vlii　，＿－27－27V5i
　　　　　　　　　u　　　　2　　　・　v　　　　2
　　　　　　　　　　　一27＋27Vliii
②したがってu＝3　　　　　　　　　　　　　　2 一・
ﾄt，・一一・陣．
［uv　一一・・33テ’一一18」
よって
・・一
?i一・＋・再≡一・湾互）一一1＋再一湾互
…－1＋㎡陣一ω陣，
…－1＋ω寤鼇u陣．
　　③X3＋3×2＋9X＋8はQ上したがってQ（V＝5）上既約であり「守屋p100，　p189」
　　　ati5’＝9月丁牢Q（A）だからガロア群はS，である．
4．四次方程式　a。X4＋a，X3＋a、X2＋a，X＋a、＝0
組成列とそれに対応する体の列を次のようにとる．
　　　　　　　　　　　　　　s、　　　Q（A）
A，
V4
F，
｛（1）｝
????????
39
4つの解をxl，　x2，　x3，　x4としてζ1＝　XIX2＋x3x、，益＝x、x3＋x2x4，ζ3ニxlx、＋x2x3とθ1＝
（XI＋X2）（Xl＋X、），θ2＝（XI＋X3）（X2＋X4），θ，＝（XI＋X4）（X2＋X3）を考える．
①ζはv、の置換によって不変であるからMに属する．（i＝1，2，3）
　ζt＋4，＋　　　3，ζ1ζ，＋ζ鵡＋ζ、，，ζ，　、ζ3はS、で不変であるからQ（4＝す）に属する．
　　実際ζ，＋る＋　　3＝XIX2＋X3X、＋XIX3＋X2X、＋XIX、＋X2X。＝亜＝α（とおく）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ao
　　　　　ζ，　r，十ζ，ζマ十　　2ea＝（xIx2x3十xIx2x、十xIx3x4十x2x3x、）（xl十x2十x3十x、）－4x，x2x3x、
　　　　　　　　　　　　一（a3ao）（一舞）一・舞一ala曳詳嫡一β
　　　　　ζ1益ζ，＝（XI＋X、＋X，＋X、）2（XIX、X，X、）＋（X、X、X，＋XIX、X、＋XIX，X、＋X，X，X、）2
　　　　　　　　　－4xlx2x3x4（xlx2十xtx3．十xlx4十x2x3十x2x4十x3x4）
　　　　　　　　　ai2a4十aoa32－4aoa2a4
　　　　　　　　＝　　　　　　3　　　　　＝γ　　　　　　　　　　　　　ao
　よってζ1は三次方程式XLαX2＋βX一γニ0の解の一つであるから
e，一
?i・＋・（一　9”B　＋　2Ct3　＋　27γ）＋－27（a2B2＋18aβγ｝4B3－4a3γ一27「2）
　　　　＋・（－9aB　＋　2a’＋27γ）一一27（a2B2＋’8αβ・－4B3－‘a3γ一2772））
　注意1
　　　ζ，－4、＝（Xl－X、）（X、－X3）よりζ1≠　2，同様にζ，≠e，，4，≠益．
　注意2
　　　体の列Q（百）－L－Mが三次方程式を解く列にあたっていることはS、1V、1S，
　　からもわかる．したがって直接には必要ではないが，基礎の体をQ（A）としておく．
②θ、はやはりV、の置換によって不変であるからMに属するが，
　　　　　　　　θi＝XIX3十X阯X4＋X2×3十X2X、
　　　　　　　　　＝（XIX、＋XIX、＋XIX、＋X、X，＋X，X、＋X，X、）一（XIX、＋X，X、）
　　　　　　　　　一亜一ζ，　一α一ζ，，
　　　　　　　　　　　ao
　よって
e，一
?i　・（　β伽27γ）＋－27（a2B2＋18aβγ一4働一27プ）
　　　　　一・（－9αβ＋2a3＋27γ）一一27（a2B2＋1肋β・－4働一27「2））
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　である．
③xl＋x、，x，＋x、はN，に属するが，（xl＋x、）（x，＋x、）＝θ，と（xl＋x、）＋（x，＋x、）＝一童
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ao
　によりM上の二次方程式X2＋1x＋θ，＝0を解いて得られる．
　　　　　　　　　　　　　　　ao
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－al－　ai2－4a♂θ1　　　　　 －al十 ai2－4a♂θ塵　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　X3十X4＝XI十X2ニ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ao2ao
　xlx、，x，x、もN，に属するが，　xlx、＋x，x、＝ζ1と（xlx、）（x，x、）＝」壁によりM上の二次方
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ao
　程式XLζ、X＋亜＝0を解いて得られる．
　　　　　　　　ao
　　　　　　　　　　a，ζ，　－　　ao2　；i2　－4　aoa4　　　　　　　　　　aoζ1十　　ao2ζ12－4aoa4
　　　　　　　Xlx2　＝＝　　2a。　　・x’x4－　　2。。
　　ただしXIX2，X3X、は（X1＋X2）X3×4＋（X3＋X4）XlX2＝XIX：X、＋X2×3×4＋XIX2×3＋XIX2X、＝
　一」璽であるように定めなければならない．「注意！例参照」
　　ao
　「（X1＋X，）X，X、＋（X，＋X、）X、X、
　　　－al十　　al2－4a♂θ1　ao4’t十　　a♂ζ12－4aoa4
　　　　　　2ao　　　　　　　　2ao
　　　　－aI－　　aI2－4a♂θ，　aoζ1－　　ao2ζ12－4aoa4
　　　十　　　　　　　2ao　　　　　　　　2ao
　　　－aoaiζi十　　aI2－4ao2θ，　ao2ζ12－4aoa4
　　　　　　　　　　2ao
　　　－aoa：ζ1十ao（aiζi　一　2a3）　　　　　a3
　　　　　　　2ao2　　　　　　　ao
（ζ13」竺ζ12＋ala・一wζ1－al2轟a・≒4嫌一・等による）」
　　　　　　　　　ao　　　　　　　　　　　aoao
＊二次方程式を解くときに用いる’ 〟C＝（x，＋x，）一（x、＋x、）とg，＝x，x、－x，x、とはgi∈N，，
　g，　eM，g，2∈M（iニ1，2）という性質を持つ．
④・・＋x2－－a’＋撃撃奄Sa♂θ1・XIた一呼碧一4a°a4よりN・上の二次方程式
　　　　　　　　　　　　　　aoζ1　－　　a♂ζ12－4aoa4－al十　al2－4 ♂θ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0を解いて，次を得る．X2－ X十　　　　　　2ao　　　　　　　　　　　　2ao
一・、＋alL4・♂θ1±（al－al2－4・♂θ，）2－8・。（・。ζ1－・♂ζ2－4・。a、）
Xl，　X2一 4ao
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また。，＋。、一『al－・・2－4・♂θ・，。，x、一・・4，＋・♂ζ12－4・・a・
　　　　　　　　　2ao
　　　　　　　　　　　　a，ζ，十　　a♂ζ12－4aoa4－a1－ a12－4a♂θ匪
X2－　　　　　　　　　　X十　　　　　　　　　　　　　　　2ao2ao
2ao
＝0を解いて，次を得る．
よりN，上の二次方程式
一al－al・－4・♂θ、±（al＋al2－4・♂θ1）L8・。（・。ζ1＋・♂ζ12－4・。a、）
X3，　X4一 4ao
＊二次方程式を解くときに用いるhl＝xl－x、とh、＝x，－x、とはh，∈K，　h，華N，，　h，2∈
N，（i＝1，2）という性質を持つ．
注意
　　　四次方程式f（x）ニ0のQに関するガロア群はS、，A、，　v、，　B，，z，のいずれかであ
　　るが，それについては守屋pl95．
例X4－6×2－4X－3＝0
　①ζ1＋　2＋ζ一亜一＝－6，ζ，　4，＋ζ1惹＋繍＝ala・一手a・a・＝12，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aoao
　　　　　　ai2a4十aoa～－4aoa2a4　　ζ，　4｝　；．ニ　　　　　3　 　 　　 　　　　＝－56．　　　　　　　　　　ao
　　　よってζ1は三次方程式X3＋6×2＋12X＋56＝0の解の一つである．
　　　「ao＝1，　a、＝6，　a2＝12，　a3＝56より
　　　u3十v3＝9aoala2－2al、－27a♂a3＝＝－1296
　　　uv＝ai2－3aoa2ニ0．
　　　　したがってu3，　v3は方程式X2＋1296X＝0の解として得られる．
　　　　　　（u3－v3）2＝一　27　ao2（aL2aノ十18ata2a3－4aoaノー4al3a3－27ao2a32）
　　　　　　　　　　＝162×812
　　　　よってu3－v3＝1296，　u3＋v3＝－1296からu＝0，　v＝－6VE．」
　　　したがってζ一÷（一6－6褥）一＋・褥・
　②θ1＝a、一ζ1ニー6一ζ1＝－4＋2V6．
　③i）x、x、＋x，x、ニζ＝－2－2V6，xlx，x、x、＝a、＝－3から二次方程式X2＋
　　　（2＋2V5）X－3＝0を解いて，
　　　　Xlx、＝－1－；etii‘十　4十2V6十存，　x3x、＝－1－V6－　4→－2Y6十褥「．
　　　li）（x1＋x、）（x3＋x、）＝θ、＝－4＋2V5，x1＋x、＋x，＋x、＝a、＝0から二次方程式
　　　X2＋（－4＋2褥）ニ0を解いて，
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XI＋。、一一縣，．，＋。、一扁．
　　　「注意！（xl＋x，）x，x、＋（x，＋x、）xlx、＝－a，＝4となるように定めた．」
④i）x、＋x、＝一》珊言，Xlx、＝－1一褥＋4＋2V6＋罐から二次方程式x2＋
（Vi：519）X＋（－1－th＋4＋2YG＋ts）一・を解いて
一Vi「519±8＋2V6－44＋2V6＋褥
XI，X2『 2
h）x，＋x、＝VZ＝519，　x，x、＝－1一褥一4＋2V6＋晋から二次方程式XL
（》蕪）X－（1＋褥＋4＋2褥＋褥）一・を解いて
轟±8＋2U6＋44＋2V6＋褥
X3，　X4＝ 2
⑤注意
　　解の形からx・－6x・－4x－3はQ（再）上既約．また三次の分解方程式（θ1，
　θ、，θ、が満たす三次方程式，X’＋6×2＋12X＋56　＝Oにθ，＝－6一ζを代入して得ら
　れる）Xコ＋12×2＋48X＋16＝0は，解の形からQ（百）上既約であり，判別式の
　平方根は五ヲ＝1“V＝すより～厄∈Q（百）．
　　したがってX4－6×2－4X－3＝・　Oのガロア群はA、である．「守屋pl96」
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